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Zur Ultrarot-Dispersion zweiachsiger und einachsiger Kristalle I

L. MErTEN

Philips Zentrallaboratorium GmbH, Laboratorium Aachen

(Z. Naturforschg. 22 a, 359—364 [1967] ; eingegangen am 3. Oktober 1966)

Die Kopplung der optischen Gitterschwingungen (unter Beriicksichtigung ihrer Diampfung) mit
den elektromagnetischen Lichtwellen 1Bt sich fiir doppelbrechende kristallographisch zweiachsige
und einachsige Kristalle dhnlich wie fiir kubische Kristalle vollstaindig im Rahmen einer phéno-
menologischen Theorie beschreiben. Es ergibt sich eine Dispersionsformel, die auf die duflere Form
der Fresneuschen Normalengleichung gebracht werden kann, in der die dielektrischen Konstanten
durch dielektrische Resonanzglieder (Lorentz-Terme) ersetzt sind. Aus der Dispersionsgleichung
erhdlt man insbesondere die Richtungsabhidngigkeit der optischen Konstanten (Brechungsindex n,
Absorptionskoeffizient £) und damit der optischen Spektren im Reststrahlgebiet.

Fiir n— oo (k=0) ergeben sich die reinen Gitterschwingungen. Thre Frequenzen gehorchen ge-

wissen Summations- und Produktregeln.

Wahrend die Ultrarot-Spektren (Reststrahl-Spek-
tren) einfacher kubischer Kristalle, insbesondere der-
jenigen mit Natriumchlorid-, Diamant- und Zink-
blendestruktur, im letzten Jahrzehnt z. Tl. bis in feine
Details (anharmonische Effekte) aufgeklart werden
konnten, wurden Ultrarotspektren einiger einachsiger
Kristalle sowohl experimentell als auch theoretisch
erst in jiingster Zeit etwas genauer untersucht, tiber
optisch zweiachsige Kristalle scheinen bisher keine
genaueren Untersuchungen vorzuliegen. Da aber ge-
rade diese doppelbrechenden Kristalle einige charak-
teristische, kubischen Kristallen fremde Eigenschaften
der Ultrarot- und Raman-Spektren aufweisen, insbe-
sondere die einer Richtungsabhéngigkeit in der Dis-
persion der Spektren, ist es wiinschenswert, auch eine
quantitative Theorie der Ultrarot-Spektren zur Ver-
fiigung zu haben. Eine gewisse Bedeutung scheinen
solche Gitterschwingungen auch im Zusammenhang
mit Raman-Lasern zu gewinnen 1.

Fiir einachsige, zweiatomige Kristalle (Beispiel:
Kristalle mit Wurtzitstruktur) wurden die Ultrarot-
Dispersion von Loubon! und MertEN? in der har-
monischen Naherung behandelt. Von Loubon?! wur-
den u. a. die Dispersionsgleichungen und die Disper-
sionszweige einachsiger Kristalle im Bereich der
Kopplung mit den elektromagnetischen Wellen

1 R. Loupoxn, Advan. Phys. 13, 423 [1964] ; Proc. Phys. Soc.
London 82, 393 [1963].

2 L. Mertex, Z. Naturforschg. 16 a, 447 [1961].

3 Das heifit streng fiir Kristalle des orthorhombischen Sy-
stems [bekannte Beispiele, darunter wichtige Ferroelek-
trika: Aragonit CaCOg (D2n), BaSO,; (D2n), NaNO,
(Cav), Seignettesalz (D,)] und aller Kristallklassen hohe-
rer Symmetrie als Spezialfille von (1). Diese Kristalle
sind mit der Kurzbezeichnung Fkristallographisch zwei-

(A— o) berechnet, von MErTEN 2 wurden die Dis-

persionsgleichungen unter der Voraussetzung dielek-
trischer Isotropie im Hochfrequenzbereich (¢ = ¢4,
=¢7) abgeleitet, die fiir die Kristalle mit Wurtzit-
struktur eine hinreichend gute Niherung darstellt
(vgl. auch Anm. ?), und die zwei prinzipiell mogli-
chen Falle der Richtungsdispersion der Reststrahl-
spektren fiir den allgemeinen Fall qualitativ disku-
tiert (2, S. 455 ff.).

Im folgenden soll nun gezeigt werden, daf} allge-
meiner fiir kristallographisch zweiachsige Kristalle 3
die Kopplung der Schwingungsgleichungen mit dem
MaxweLLschen Feld auf eine Dispersionsformel fiihrt,
die sich auf die duBlere Form einer FresxeLschen
Normalengleichung bringen 1afit (mit 7 als komple-
xen Brechungsindex der ebenen Wellen im Kristall
mit der Frequenz ® und dem Normalenvektor
8= (81,52,583)):

~0. (1)

n? & i &

Hierin sind die &, &, &3 jetzt aber keine dielektri-
schen Konstanten mehr, sondern dielektrische Re-

sonanzglieder (Lorenrz-Terme), die im einfachsten
Fall der optischen Aktivitdt einer Gruppe von nur

achsig gemeint. Fiir Kristalle des monoklinen und trikli-
nen Systems ldBt sich zwar jeder der Tensoren B!, B2
B2, B?? der nachfolgenden Gl. (4) fiir sich auch auf
Hauptachsen transformieren, aber die Hauptachsen-Systeme
werden im allgemeinen nicht zusammenfallen. Gerade im
Gebiet der Reststrahlfrequenzen, wo alle Tensoren aus
(4) maBgeblichen Einflufl besitzen, wird sich dadurch eine
relativ komplizierte Abhdngigkeit der optischen Konstan-
ten von w und k ergeben.
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drei Gitterschwingungen die Form besitzen:

0 2
e ((’)) _ Em R (fa— {':) Wy
! = I ("2 - (I)? - i ’)I(L e (2)

1\2 9 .
w (W) —* =iy, 0

w2 — 02— Ve O {g=1y2 5}
w, sind die Frequenzen der in den Kristallhaupt-
richtungen transversalen optischen Gitterschwingun-
gen (Dispersionsfrequenzen), &5 die Hochfrequenz-
Dielektrizitdtskonstanten und &2 die statischen Di-
elektrizitdtskonstanten. Die Dampfungsfaktoren 7,,
die hier in erster Naherung als konstant angenom-
men seien, beriicksichtigen pauschal die anharmoni-
sche Kopplung mit allen anderen Gitterschwingungen.
In einer verfeinerten Theorie sind sie selbst Funk-
tionen von w und k: y.=7y.(w,k) (k: Wellen-
vektor). Durch
ol =Vedley o, (3)

(Lyppane—Sacus-TeLLER-Beziehungen) werden die
Frequenzen der drei in den Kristallhauptrichtungen
streng longitudinalen Schwingungen gegeben. Die
optischen Konstanten n und %, d.h. der Real- und
Imaginirteil von i=n+ik, bestimmen die Disper-
sion der optischen Spektren, einschlieflich ihrer
Richtungs-Dispersion. Die Dispersionskurven o (k)
(ohne Dampfung) der insgesamt fiinf elektromagne-
tisch-mechanisch gemischten Schwingungen, die fiir
grofle K in die zwei rein elektromagnetischen Schwin-
gungen und drei Gitterschwingungen tibergehen, er-
geben sich durch Auflésen von (1) nach w? (mit
n?=c?| k[2/w2, 7,=0).

Die Dispersionsformeln fiir einachsige Kristalle
sind bekanntlich in (1) als Spezialfall (& =¢,) ent-
halten.

1. Grundgleichungen, Fresnelsche Normalen-
gleichung

Die Schwingungen einer Gruppe von drei optischen
polaren Schwingungen lassen sich in der Form schrei-

ben (w: relativer Schwingungsvektor?, E: elek-
trisches Feld, P: elektrische Polarisation)

w=-o*w=B"w+B%E, (4a)?

P=B*'w+B2E. (4b)

4 Schwingen nur zwei geladene Teilgitter, 1 und 2, gegen-
einander, so ist w=)/p(u4;—u,), worin u#; und u, die
Schwingungsvektoren der zwei Teilgitter bedeuten;
1/5=1/0,+1/0,, worin 0, und 0, die zugehdrigen Teil-
gitterdichten darstellen. Im Sinne von Abschn. 3 istw . eine
fiir zweiatomige Gitter 8 eingebiirgerte Bezeichnung, mit
Q zu identifizieren.

L. MERTEN

Auf die Kristallhauptrichtungen bezogen, besitzen
die B Diagonalgestalt. Aus der Existenz einer
Energiedichte folgt die Beziehung B! = B2,

Die B lassen sich in bekannter Weise auf die
Dispersionsfrequenzen und auf die dielektrischen
Konstanten zuriickfilhren. Diese Beziehungen erge-
ben sich, indem man w in (4) eliminiert (/: Ein-
heitstensor)

P—[—B2 (B'4w?])~' B2+ B2]E
—[(e—D)/47]'E (5)
und zur Grenze @ — 0 (statischer dielektrischer Ten-
sor: ¢=¢% bzw. w— oo (optischer dielektrischer
Tensor: ¢ =¢>) ubergeht:

BY = — } (w,: Dispersionsfrequenz) (5a)
(bzw. Bi'= — w2 +iy,0 unter Beriicksichtigung
der Dampfung)

BP=B}=V(sd—e3) /A o, (5b)

B2 =(eg —1)/4m. (5¢)

Falls mehr als eine Gruppe von drei Gitterschwin-
gungen optisch aktiv ist, gelten entsprechende Be-
ziehungen, wenn man dielektrischen Konstanten in
erweitertem Sinne benutzt. Dieser allgemeine Fall
wird in Abschn. 3 behandelt.

Als dritte Grundgleichung ist zu (4a) und (4b)
noch die Beziehung

E = fz (P—-n*ssP)
e .
~-2E_ (p_p) 19}
n=—1

(i = ck/w: Brechungsindex, k=Fk-S: komplexer
Wellenvektor, § = k/k: Normalenvektor, T = i’ § S)
hinzuzunehmen, die direkt aus den MaxweLLschen
Gleichungen folgt.

Zum Beweis der Dispersionsgleichung gehen wir
von der durch die Kopplung mit dem elektromagne-
tischen Feld entstehenden Schwingungsgleichung aus,
die man durch Elimination von E und P aus (4 a)

und (6) erhalt?:

(B + B2t @ + 02 ]) w=0 (7)
mit ©
@ =[I-aB2]"1aB2 und a = ~:l7tl [I-T]
(7a)

5 Bei Einbeziehung der Dampfung ist rechts noch ein Glied
e w=iwy*w hinzuzunehmen, d. h. B! formal durch
BU=B!"+iwy zu ersetzen.

6 Ohne Kopplung (7 — oo) ist

d=—[I+41ss B2 (4ass) B2
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Die Dispersionsformel ergibt sich aus der Losbar-
keitsbedingung von (7), dem Verschwinden der zu-
gehorigen Determinante

|B1 4 B? D+ w?]|=0. (8)

Zur Auflosung 7 multiplizieren wir die Schwingungs-
gleichung (7) mit (/—aB?2)(B*)~! (von links)
und mit B2 (von rechts) bzw. Gl. (8) mit den ent-
sprechenden Determinanten:

|BU @2 ] —a-{(B" +w?l) B2 — (B12)?} |=0(9a)

oder kurz |[A+T-C|=0 (9b)
o _,12_17 11 5 42 7)-R22 _ (R12)2
mit C= A [(B''+w?]) B (B1?)%] (9¢)
= i_l (B + w2 1)
nc—1
5 n2l—e
und A=BY+0?]-C= 1(3“—{—(!)21),
A2
(9d)

wobei ¢ den dielektrischen Diagonaltensor nach (5)
und (2) darstellt. Fir das Folgende sei noch ein-
gefiihrt:

D=A+7C=e(B" +2]). (9¢)

Die Auflosung von (9b) fiihrt unmittelbar auf [mit
A,, C,, D, als Diagonalelemente von (9c—9e)]:

Ay Ay Ay + C1 Ay A3T1y + CoAz A Tos + C3A1 45T 33 =0
oder wegen
Ti1+ Tos+ Ta3 =17 (5,7 + 85" + 85°) =*
auf die Dispersionsgleichung
D AyA3s.%3 + DyA3 A s5% + D3 A Asss? =0. (10)

Beachtet man die GIn. (9d), (9¢) und dividiert mit
— [A%/(A%2—1)] AA,A; (falls nicht =0 fiir spe-
zielle w, k), so erhilt die Dispersionsgleichung die
Form einer verallgemeinerten FresNELschen Norma-

7 Natiirlich gelangt man zum selben Ergebnis (10 a), wenn
man von den rein elektromagnetischen Gln. (5) und (6)
ausgeht und den in der Kristalloptik iiblichen Beweisgang
nachvollzieht (vgl. z. B. 8, S. 408). — Zur Ausrechnung
der Determinante (8) konnte man auch direkt [/—a B?2] —1
in @ ausrechnen, was jedoch, wie der Vergleich mit 2
zeigt, umstédndlicher ist.

8 M. Born u. K. Huang, Dynamical Theorie of Crystal Lat-
tices, Clarendon Press, Oxford 1954.

9 Zu 2 ist noch ergdnzend auf folgendes hinzuweisen: Bei
der Auflosung der dortigen Determinante (8b) wurde
tibersehen, dal bei der Multiplikation in den Zwischen-
ergebnissen ein iiberzihliger Faktor 4 7/f,=n2—¢e> for-
mal mitgenommen wurde, dem in Gl. (31) [analog in GIl.
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lengleichung:
st | s, s5° =
o1t e T 0. (10a)
n? & n? & n? £

Mit 72 = ¢? k*/w? (y,=0) sind die Dispersionszweige
(k) in der harmonischen Niherung durch (10)
implizit bestimmt. Man beachte dabei, dafl durch
die FresNeLsche Normalengleichung hier die Disper-
sion von insgesamt fiinf elektromagnetisch-mecha-
nisch gemischten Wellen gegeniiber zwei rein elektro-
magnetischen Wellen in der gewohnlichen Kristall-
optik beschrieben werden. Fiir grole k gehen drei
von ihnen in reine Gitterwellen, zwei in rein elektro-
magnetische (Licht)-Wellen iiber.

Die Dispersion einachsiger Kristalle (¢ =& =¢,,
€, =¢;) ist in (10) als Spezialfall enthalten ! 29

(ordentliche Welle), (11 a)

ﬁ2= &

1/(ey 8T+ &) &7)

(auBerordentliche Wellen). (11b)

=g, &

Fir die kristallographisch zweiachsigen Kristalle ver-
einfachen sich die Gln. ebenfalls, wenn der Wellen-
vektor in einer Koordinatenebene, z. B. der x5, z5-
Ebene, liegt. Es ergeben sich zu (11) analoge Glei-
chungen:

By, (12a)

(12b)

A% = &y &3] (€3 55% + &3 557) .

Die Polarisationsvektoren der Wellen (a) stehen
senkrecht auf der betrachteten Koordinatenebene;
die Polarisationsvektoren der Wellen (b) liegen in
dieser Ebene, sind aber nur fiir die Richtung der
Koordinatenachsen, der z,- bzw. x3-Achse, als Rich-
tung des Wellenvektors streng transversal bzw. longi-
tudinal.

(15)] eine unechte Bedingung n?=g&>-a’/a’ entspricht,
die abzuspalten und von der Diskussion (vgl. S. 453) aus-
zuschlieflen ist.
Die verbleibende Losung allein
n*=g¢*-c'/d

(mit den dortigen Abkiirzungen a’, b’, ¢’, wobei man
b= (a’+c’)/2 beachte) stellt die Dispersionsformel der
auBerordentlichen Wellen dar und stimmt mit Gl. (11)
in ! unter der Voraussetzung £ = &% =¢;> iiberein. —
Der obigen Darstellung und der Darstellung in ! ent-
spricht die in sp2=s,2+s5,2 (= %), 532 (= s{|) symmetri-
sche Form von a’:

d'=[w?— (&°/e%) (0,%) *] [w*— (05°)?] 5o

+ [ — (&5%/e%) (w3°) ] [w?— (0,°)?] 532
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2. Phinomenologische Theorie der langen
optischen Gitterschwingungen.
Produkt- und Summenregeln

Die reinen Gitterschwingungen erhdlt man im
Grenzfall i=n— ~ (y,=0), so dall nach (10)
gilt:

81512+82822+€3S32=0. (12)

Auflosung nach Potenzen von w? bei Beachtung von

(2) ergibt die kubische Gleichung

w®— (K/D) w*+ (L/D) w*— (M/D) =0, (13)
wobel

D= si+evsi+eyss, (a)

K = & Qf st + 5 Q33 + &5 Q3 55, (b)

L= Qs+ 63 Q453+ 5 0452, (c)

M = (w; wy )% (e 5T+ 353+ ds3),  (d)

und worin die Abkiirzungen 2,2, Q,* folgende Fre-
quenzsummen bedeuten:

Q2= (0,") 2 + 0, + vg?, (c)
Q= (01)2 05 + 0,° 0 + 0g? (0)? (d)

und entsprechend fir die Indizes 2, 3 (der untere
Index a von £, gibt jeweils diejenige Frequenz w,’
in der Summe an, die zur longitudinalen Schwingung
gehort, die zwei anderen gehéren zur transversalen) .
Die drei Wurzeln w3, ¥, wfy von (13) erfiillen

offensichtlich folgende Summen- und Produktregeln:
3

coQ‘.’. <2
2 AT e
= i 3 - D ) a
j=1 Z e%"sg
p=1
3 L
mo ﬁzle,‘?!)ﬂsg I
z_ 0 0F = "5 (— 5—), (14b)
i< > &
=1

= 7_) (14c)

(verallgemeinerte LyppANE—Sacus — TELLER - Bezie-
hung).

Alle drei Frequenzen in (13) sind richtungsab-
héngig und fiir allgemeine Richtungen weder trans-
versal noch longitudinal. In einer Koordinatenebene,

L. MERTEN

z. B. der x5, z5-Ebene, ist als Spezialfall von (13)
eine Schwingung streng transversal (im Beispiel mit
w;=w,), die Polarisationsvektoren der beiden wei-
teren liegen in der Koordinatenebene. Nur in Rich-
tung einer Koordinatenachse sind alle Schwingungen
streng transversal bzw. longitudinal, z.B. fiir die
x3-Achse mit den Frequenzen

wr=w;, og=0y bzw. opn=YVe e wg.
3. Dispersionstheorie bei beliebiger Anzahl
ultrarot-aktiver optischer Gitterschwingungen

Im folgenden seien die Gleichungen des Abschn. 1
erweitert auf Kristalle, in denen eine beliebige An-
zahl n optischer Gitterschwingungen ultrarot-aktiv
ist.

Wir gehen aus von der Energiedichte @ (8, S. 265),
wobei wir uns in der formalen Vektordarstellung ¢
anschlielen:

S-tulLu—uME—LENE. (15)

Darin bedeutet u = (uy, us, ug,...,us,) einen 3 m-
dimensionalen Verriickungsvektor, der die Verriik-
kungsvektoren ;= (ug;_2, usp_1, usx) (k=1,2,

..,m) der m Teilgitter des betrachteten Kristalls
zusammenfallt, E ist das mit den Verriickungen ver-
kntipfte elektrische Feld. L ist eine (3 m x 3 m)-Ma-
trix, M eine (3 m % 3)-Matrix und N eine (3 x3)-
Matrix. M*, die Transponierte zu M, ist folglich eine
(3 x 3 m)-Matrix.

Fihrt man eine Diagonalmatrix o ein, deren Dia-
gonalelemente 0;=m;/v, (i=1,2,...,3m, 032
=03x_1=03;) die Teilgitterdichten bedeuten (v,:
Volumen der Elementarzelle), so ergibt sich aus der
Bewegungsgleichung ¢ ii = — 3®/Ju der m Teilgit-
ter mit dem Ansatz ebener Wellen fiir u

wexp{i(k'r—owt)},
und entsprechend fiir E und P:

—w?’ou=—-Lu+ME (16a)
und fiir die Polarisation nach P = —3®/3E:
P=M"u+N-E. (16b)

Die weitere Darstellung wird besonders einfach und
ubersichtlich, wenn man zu sogen. Normalkoordina-
ten iibergeht. Dazu fiihren wir einen 3 m-dimensio-

nalen Vektor Q_E (Qys Qs,...,Cs,) der Normal-

10 W. Cocurax u. R. A. Cowrey, J. Phys. Chem. Solids 23,
447 [1962].
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koordinaten Q; ein vermige einer linearen ortho-
gonalen Transformation

Q=-4"'w

wobei die Komponenten von w, des sogen. reduzier-

(471 =4Y),

ten Schwingungsvektors, und % nach w; = V@u,— mit-
einander zusammenhidngen. Die Matrix A soll die
Eigenschaft besitzen, daf} sie den ersten Term in @,
welcher nur von # abhingt, in eine rein quadrati-
sche Funktion der Q; iiberfiihrt, d. h. L in eine Dia-
gonalmatrix. In den Normalkoordinaten erhalt (16)
die Gestalt:

—w*Q=B"-Q+B" 'E, (17a)
P-B"-Q+B* E. (17b)
Hierin ist:
Bl'=—A12-4, B%=4' 4,
B'=#+4, B®-=N, (17¢)
&= Ly/Voioj, Miw=M[Voi. (17d)

Die so eingefiihrten Normalkoordinaten, nach denen
man ublicherweise gruppentheoretisch klassifiziert,
sind nun aber nur dann echte Normalkoordinaten fiir
das gesamte @, wenn mit den betreffenden Normal-
koordinaten kein elektrisches Feld verkniipft ist, so
dall also das zweite und dritte Glied in (15) ver-
schwinden. Da dann mit der Schwingung auch keine
Polarisation verkniipft ist, sind dies alle nicht-ultra-
rot-aktiven Schwingungen. Fir die ultrarot-aktiven
Schwingungen dagegen sind die eingefiihrten Q; keine
echten Normalkoordinaten, in dem Sinne, dal} sie
die Gesamtenergie @ diagonalisieren, oder anders
ausgedriickt: Die eingefiihrten Q; werden durch das
elektrische Feld miteinander gekoppelt. Hierauf be-
ruhen gerade die Abweichungen gegeniiber den aus
der Theorie der Molekiilschwingungen tibertragenen
gruppentheoretischen Ergebnissen, die sich u.a. in der
Aufhebung von Entartungen fiir allgemeine K-Rich-
tungen und in einer Richtungsabhingigkeit der
Schwingungsfrequenzen und der zugehorigen Spek-
tren dulert. Natiirlich lassen sich auch fiir die ultra-
rot-aktiven Schwingungen in Kristallen echte Nor-
malkoordinaten einfithren, die dann aber k-abhéangig
werden.

Es sei jetzt angenommen, dal} von den 3 m Schwin-
gungen n ultrarot-aktiv, 3 m — n ultrarot-inaktiv sind
(die drei akustischen seien unter den letzteren mit
einbegriffen). Da mit den ultrarot-inaktiven Schwin-
gungen kein elektrisches Feld verkniipft ist, miissen
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in der B'2-Matrix der Schwingungsgleichung (17)
die zugehorigen Zeilen Nullzeilen sein (ebenso die
entsprechenden Spalten in B2!). Da diese Schwingun-
gen (fir die, wie erwahnt, alle gruppentheoretisch
gewonnenen Ergebnisse erhalten bleiben) hier nicht
weiter interessieren, seien sie abgespalten, indem aus
Q durch Streichen der zugehérigen Q; ein n-dimen-
sionaler Vektor Q und aus den Bi/ folgende Unter-
matrizen gebildet seien:

B als (nxn)-Matrix, gebildet aus B! durch
Streichen derjenigen 3 m —n Zeilen und Spal-
ten, deren Diagonalelemente zu nicht-ultrarot-
aktiven Schwingungen gehéren,
B2 als (nx 3)-Matrix, gebildet aus B2 durch
Streichen der entsprechenden Zeilen wie in B!
(Nullzeilen), analog B*! aus B?! durch Strei-
chen der entsprechenden Spalten [ (3 x n)-Ma-
trix],
B22 = B2 bleibt unverindert.
Die Grundgleichungen (17) reduzieren damit auf
_w2Q=Bll.Q+Bl2.E’ (18&)
P=B*-Q+B*'E. (18b)

Die Gln. (18) unterscheiden sich von den Gln. (4)
nur in der Dimension der B¥-Matrizen und gelten
bis hierin fiir alle Kristallklassen. Die dritte Grund-
gleichung ist die unveranderte Gl. (6). Bis hierher
gelten die Gleichungen fiir alle Kristallklassen.

Es ergeben sich jedoch nur dann relativ iibersicht-
liche und einfache Verhiltnisse, wenn man sich im
weiteren wieder beschrankt auf kristallographisch
zweiachsige (orthorhombisches System) und ein-
achsige Kristalle. In diesem Falle enthalten ndmlich
alle Normalkoordinaten (); nur Komponenten der
Schwingungsvektoren in Richtung jeweils einer der
drei kristallographischen Achsen (im Falle der ein-
achsigen Kristalle sind die Normalschwingungen in
der Basisebene, die sogen. E-Typen, miteinander ent-
artet, so daf} diese Schwingungen zunachst nur der
Bedingung unterworfen sind, dal} ihre Verriickungs-
vektoren in der Basisebene liegen. Wir denken uns
sie aber im folgenden fixiert in Richtung der die
Basis-Ebene aufspannenden z- und y-Achse).

Es sei nun angenommen, dal} n; Normalkoordina-
ten Schwingungen in z;-Richtung, n, Schwingungen
in z,-Richtung und ng Schwingungen in x3-Richtung
beschreiben (mit ny +ny,+ng=n). Denken wir uns
die Zeilen in (17a) so angeordnet, dafl die ersten n,
Zeilen genau die Normalkoordinaten der n; Schwin-
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gungen in z-Richtung usw. enthalten, so erhalten
die Matrizen B'? und B*! die folgende Darstellungs-
form (die Punkte bedeuten die von Null verschiede-
nen Elemente) :

=
g ny-mal
® B .
B2 £ , B— r.'ifn.a.l ,
& = - ng-mal
gl U el
(18")
mit den Elementen B} (i=1,...,n, fir a=1;

i=n;+1,...,ny+nfira=2;i=n;+n,+1,...,n
fiir a = 3). Ein zusatzlicher Index a in den Diagonal-
elementen Bj; deute im folgenden ebenfalls an, zu
welcher der drei Gruppen die zugehorige Normal-
koordinate gehort.

Elimination von Q in (18) fiihrt jetzt auf eine zu
(5) analoge Gleichung:

P: [_B?l. (BII+CO2I)_1'B12—|—B22]‘E (19)

oder fiir die Diagonalelemente von «:

& ( 1))2 22

,ZI L7B“ +4a(Bg” +1). (20)
< my=ny, Me=ny+n,, m3:n)
lL,=1, lLh=ni+1, L=n;+n,+1

Die Summe enthélt dabei die Beitrdage aller Normal-
koordinaten, die Schwingungen in a-Richtung be-
schreiben. — Die Didmpfung 1463t sich phdnomenolo-
gisch wieder beriicksichtigen, indem man die Bj}}
durch B +iy;,, 0 ersetzt.

Die B} hingen mit den Dispersionsfrequenzen
nach

5
Blll = — Wiy

(21a)

zusammen. Die Frequenzen seien dabei im folgen-
den so durchnumeriert, dafl sie mit fortschreitendem
Laufindex abnehmen.

Der Grenziibergang @ — 0 bzw. w — oo fihrt ent-
sprechend (5b, c¢) auf die Beziehungen

— S (B2)2/BY

i=ly

(e — &) /4m,

(21b)
B2 = (e —1)/4m. (21c¢)

1 W. G. Serrzer u. D. A. Kiemnman, Phys. Rev. 121, 1324
(1961].

ULTRAROT-DISPERSION ZWEIACHSIGER UND EINACHSIGER KRISTALLE

Fir die Summanden in (21b) einzeln ergeben sich
Ausdriicke analog zu (5b), wenn man hypothetische
dielektrische Konstanten ¢j; (¢/; = 8,@'1'1) dadurch
definiert, daf} zu ihr genau alle Normalschwingungen
Q; mit Indizes i < j in a-Richtung beitragen sollen:

Blo Z/B 811 (21d)

0i. wird hédufig als Schwingungsstirke bezeichnet.

811) 4‘1'_011'

Die Dispersionsgleichung, die aus den Grundglei-
chungen (18a), (18b) und (6) folgt, laft sich wie-
der in die Form einer verallgemeinerten FREsNEL-
schen Normalengleichung (10) kleiden, mit den &,
nach (20). Der Beweis laft sich mit den hoher di-
mensionalen B/-Matrizen in weitgehender Analogie
zum Beweisgang in Abschn. 1 fithren oder, aus-
gehend von (19) und (6), indem man wieder den
tiblichen Beweisgang der Kristalloptik nachvollzieht.
Nach w? aufgelost, ist die Dispersionsgleichung vom
Grade n+2 und beschreibt die Dispersion von ins-
gesamt n+ 2 gekoppelten Wellen, die fiir grofle %
in n reine Gitterwellen und zwei rein elektromagneti-
sche Wellen iibergehen.

Um die Verhiltnisse an einem konkreten, tech-
nisch wichtigen Kristall zu illustrieren, der zugleich
eine relativ grofle Anzahl aktiver Schwingungen be-
sitzt, betrachten wir etwa a-Quarz (Raumgruppe D
bzw. D, beziiglich einer ausfiihrlichen Literatur-
tibersicht vgl. z. B. 11). Nach der iblichen gruppen-
theoretischen Klassifizierung existieren nach Abzug
der drei akustischen Schwingungen acht zweifach-
entartete ultrarot-aktive Schwingungen vom E-Typ,
die zu ¢ | = ¢, =¢, beitragen, und je vier vom Aj-
und A,-Typ, die zu ¢ =¢; beitragen.

Da es sich um einen einachsigen Kristall handelt,
spaltet die Dispersionsgleichung wieder analog zu
(11a) und (11b) auf. Je ein Freiheitsgrad der E-
Typen, also insgesamt acht, koppeln mit der ordent-
lichen elektromagnetischen Welle, der andere Frei-
heitsgrad und die je vier A;- und A,-Typen koppeln
mit der aulerordentlichen Welle.

Die reinen Gitterschwingungen erhilt man wieder,
indem man in der Dispersionsgleichung den Grenz-
tibergang n— oo vollzieht.

Eine genauere Diskussion der optischen Spektren,
insbesondere ihrer Richtungsabhingigkeit, soll im
Zusammenhang mit numerischen Auswertungen fiir
einige typische Beispiele realer Kristalle erfolgen.



